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Re´sume´ :
Dans le but de traiter de grands proble`mes de structure comprenant des comportements complexes,
nous proposons une me´thode de de´composition de domaine mixte, base´e sur un algorithme de re´solution
de type LaTIn, dont l’efficacite´ repose sur une repre´sentation pertinente des efforts d’interface dans
l’espace de Hilbert H1/2. Les performances compare´es de plusieurs mises en dualite´ (L2, H1/2, discre`te)
couple´es a` diffe´rentes discre´tisations d’interface (P0, P1) sont pre´sente´es sur un exemple acade´mique.
Abstract :
In order to handle large structural problems involving complex behaviors, we propose a mixed domain
decomposition method the effectiveness of which is based on an appropriate representation of the
interface efforts in the Hilbert space H1/2 and a LaTIn-type resolution algorithm. The comparative
performance of several duality implementation (L2, H1/2 discrete) coupled with different discretizations
of the interface (P0, P1) are presented on an academic example.
Mots clefs : De´composition de domaine, me´thode LaTIn, produit scalaire H1/2.
1 Introduction
Les industries me´caniques expriment un besoin croissant de repre´sentativite´ des mode`les employe´s. Il
en re´sulte une forte augmentation de la taille des syste`mes discrets associe´s qui ne peut eˆtre ge´re´e que
par le de´veloppement de me´thodes de re´solutions adapte´es. Parmi ces me´thodes, les de´compositions de
domaine [5] permettent d’exploiter les installations de plus en plus courantes de type cluster. Robustes
et fiables, elles doivent cependant eˆtre ame´liore´es afin de traiter les proble`mes les plus complexes.
On choisit ici de travailler sur une me´thode mixte dont la sous-structuration base´e sur le solveur
LaTIn [6] pre´sente des avantages conse´quents pour le traitement de proble`mes complexes. Elle permet
le traitement localise´ des non-line´arite´s mate´rielles, la mise en œuvre de comportements spe´cifiques sur
les interfaces entre sous-domaines facilite´e par leur discre´tisation propre et un raccord faible de type
mortar [4] pour le traitement des non-conformite´s ou encore l’extensibilite´ par transition d’information
macroscopique dans la structure. Mais les choix classiques de discre´tisation des interfaces mixtes et
d’interpolation de leurs quantite´s [7] peuvent poser des proble`mes de stabilite´. Or dans [2], un cadre
mathe´matique simple, reposant sur l’utilisation d’un repre´sentant dual des effort d’interface dans
H1/2, est pre´sente´ pour la me´thode FETI . On se propose ici d’appliquer the´ore`me de repre´sentation
de Riesz au calcul du travail des interefforts sur les de´placements d’interface afin de ne travailler
qu’avec des quantite´s de H1/2. Cette simplicite´, se payant par l’e´valuation complexe d’une matrice
de masse d’interface pleine, permet de mieux repre´senter les quantite´s cine´matiques et d’effort des
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interfaces et d’ame´liorer la convergence. Dans le cas de la me´thode LaTIn, elle impose e´galement de
repenser certains parame`tres (direction de recherche, espace macroscopique, . . .)
La deuxie`me section de l’article pre´sente, tout d’abord, la formulation continue de la me´thode de
de´composition de domaine de type LaTIn puis les choix de discre´tisations du proble`me et leurs conse´-
quences. L’introduction du repre´sentant de l’intereffort est ensuite aborde´e avant le de´tail du calcul
du produit scalaire de H1/2. Enfin la troisie`me section pre´sente une e´tude de performances compare´es
sur un cas test acade´mique.
2 La me´thode de de´composition de domaine
2.1 Formulation continue
On mode´lise le domaine a` e´tudier Ω comme un assemblage de constituants simples : sous-structures et
interfaces [6], voir figure 1. Chacun d’entre eux posse`de ses propres variables et ses propres e´quations.
La frontie`re ∂ΩE d’une sous-structure ΩE∈E est soumise a` la distribution d’efforts FE et de de´place-
ments WE . L’interface ΓEE′ ge`re le lien entre les composantes respectives des couples (WE ,FE) et(WE′ ,FE′). Le domaine Ω est soumis a` des efforts volumiques fd et sur sa frontie`re a` des sollicitations
en effort sur ∂fΩ et en de´placement sur ∂uΩ.
2.1.1 Se´paration des e´quations
La de´composition en constituants simples entraˆıne une se´paration des e´quations en deux groupes
pre´sente´e ici dans le cas particulier de l’e´lasticite´ line´aire sous l’hypothe`se des petites perturbations.
La solution s = {sE , E ∈ E} ou` sE = (uE ,WE , σE ,FE), avec uE le de´placement dans la sous-structure
et σ
E
la contrainte, doit ve´rifier :
– Le groupe d’e´quations Ad qui traduit l’admissibilite´ du comportement des sous-structures :
Equations de liaison : uE suffisamment re´gulier,
uE∣∂ΩE = WE
Equations d’e´quilibre : ∀u⋆, ∫
ΩE
σ
E
∶ ε (u⋆)dΩ = ∫
ΩE
f
d
⋅ u⋆dΩ + ∫
∂ΩE
FE ⋅ u⋆dΩ
Relation de Comportement : σ
E
= K ∶ ε
E
(Ad)
– Le groupe d’e´quations Γ qui traduit le comportement des interfaces :
Comportement des interfaces :
Cas ge´ne´ral : FE = b (WE′ −WE)
Cas interface parfaite : WE = WE′ , FE +FE′ = 0,
C.L. sur ∂fΩ et ∂uΩ.
(Γ)
Figure 1 – Sous-structuration sur un cas a` deux
sous-domaines.
Figure 2 – Algorithme de re´solution LaTIn .
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2.1.2 Me´thode de re´solution
La solution se trouve a` l’intersection des espaces de´finis par les deux groupes d’equations : sref = Ad∩Γ,
voir figure 2. La re´solution consiste ainsi a` effectuer des ite´rations de passage d’un groupe d’e´quations
a` l’autre en comple´tant le syste`me par les e´quations de directions de recherche :
Etape locale :
Connaissant (WnE ,FnE) trouver (Wn+ 12E ,Fn+ 12E ) tel que :
En tout point de ΓE , (Fn+ 12E −FnE) + k+E (Wn+ 12E −WnE) = 0
Etape line´aire :
Connaissant (Wn+ 12E ,Fn+ 12E ) trouver (Wn+1E ,Fn+1E ) tel que :
En tout point de ΓE , (Fn+1E −Fn+ 12E ) + k−E (Wn+1E −Wn+ 12E ) = 0
(1)
2.2 Discre´tisations du proble`me
La re´solution se fait par la me´thode des e´le´ments finis. On discre´tise le de´placement dans les sous-
structures u, les de´placements d’interface W et les interefforts F. Le choix classique, pre´sente´ dans [7]
est d’utiliser des e´le´ment P1 pour les de´placements dans les sous-structures et P0 pour les quantite´s
sur les interfaces. Cette repre´sentation discontinue des quantite´s d’interface est motive´e par la non-
continuite´ a priori des interefforts. Les calculs sur les interfaces sont ainsi effectue´s aux points de
Gauss et un raccord de type mortar [4] s’impose pour faire le lien entre sous-structures et interfaces
que les maillages des sous-structures soient compatibles ou non. Ce type d’interpolation pre´sente des
proble`mes de mauvaise prise en compte de l’e´nergie de modes oscillants qui introduisent une erreur en
e´nergie dans les zones a` fort gradient et pe´nalisent la convergence de la me´thode. Afin de pallier ces
difficulte´s, deux solutions de raffinement des discre´tisations des de´placements dans les sous-structures
sont propose´es. Elles consistent a` rajouter sur leurs bords :
– des e´le´ments (version h) : sur-discre´tisation des sous-structures vis-a`-vis des interfaces ;
– des point de Gauss (version p) : sous-inte´gration des quantite´s d’interface vis-a`-vis des quantite´s
des sous-structures.
Pour s’affranchir de ces proce´dures et ve´rifier exactement la relation de trace Tr(u) = W, nous nous
plac¸ons dans un cadre ou` la discre´tisation des quantite´s duales ne pose pas de difficulte´. On appelle
bF (⋅) la forme line´aire continue de travail associe´e a` l’intereffort F :
bF(W) = ∫
Γ
F(x).W(x)dx = ⟨F;W⟩L2 (2)
Les de´placements d’interface W appartenant a` l’espace de Hilbert H1/2(∂Ω) et bF(⋅) a` l’espace
H−1/2(∂Ω), l’application du the´ore`me de repre´sentation de Riesz a` bF (⋅) permet d’introduire un
repre´sentant T de l’intereffort F :
∀bF(⋅) ∈H−1/2(∂Ω), ∃!T ∈H1/2(∂Ω) tel que :
∀W ∈H1/2(∂Ω), bF(W) = ⟨F;W⟩L2 = ⟨T;W⟩H1/2 (3)
ou` le produit scalaire de H1/2(∂Ω) est donne´ par [1] :
⟨W,T⟩H1/2 = ∫
Γ
W(x)T(x)dx + ∫
Γ
∫
Γ
(W(x) −W(y))(T(x) −T(y))∣x − y∣d dxdy (4)
L’utilisation du repre´sentant T dans l’e´criture et la re´solution du proble`me permet de ne travailler,
au niveau des interfaces, qu’avec des quantite´s de H1/2(∂Ω) pour lesquelles les fonctions de formes
sont choisies naturellement comme les traces des fonctions de formes utilise´es dans les sous-domaines.
Le lien mortar n’est alors plus ne´cessaire dans les cas de maillages compatibles.
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2.3 Formulation de la me´thode avec repre´sentant dual de l’intereffort
La me´thode peut ainsi eˆtre re´e´crite avec le repre´sentant T, en particulier les directions de recherche
qui relient maintenant W a` T et non plus a` F. L’e´tape line´aire devient alors :
∫
Ω
σ ∶ ε⋆dΩ + k ⟨Wn,W⋆⟩H1/2 = ⟨kWn− 12 +Tn− 12 ,W⋆⟩H1/2 + ∫Ω f.u⋆dΩ (5)
L’e´tape locale est e´galement reformule´e sur les repre´sentants des interefforts.
Wn+ 12E −Wn+ 12E′ = 0
Tn+ 12E +Tn+ 12E′ = 0(TnE −Tn+ 12E ) + k−E (WnE −Wn+ 12E ) = 0 (6)
Cette reformulation impose de savoir calculer le produit scalaire de H1/2.
2.4 Calcul du produit scalaire de H1/2
Le calcul du produit scalaire de H1/2 est de´licat a` cause du terme sous l’inte´grale double pre´sentant
une singularite´ fictive. Une alternative possible aux me´thodes couteuses de changements de variables
consiste a` calculer des approximations de ce produit scalaire qui soient suffisamment fines pour ne
pas de´naturer le lien de dualite´. Ainsi, en se basant sur le calcul approche´ du produit scalaire de H1/200
utilise´ dans [3], nous proposons pour des maillages re´guliers de pas h, le calcul suivant :
⟨T;W⟩
H1/2
h
= ⟨T;W⟩L2
h
+ α × Nn∑
k=1
Nn∑
l=1,l≠kh
2 (Tk −Tl) (Wk −Wl)∣xk − xl∣2 (7)
ou` Nn est le nombre de noeuds sur l’interface conside´re´e, xi la position du ie`menœuds et Ai la valeur
au point xi du vecteur A discre´tise´. Le coefficient α est homoge`ne a` une longueur. La re´solution d’un
proble`me au valeur propres ge´ne´ralise´es sur les matrices de masses obtenues par calcul exact et par
calcul approche´ conforte l’hypothe`se d’e´quivalence entre (7) et (4).
3 Etude comparative
Afin d’effectuer des comparaisons de performances, on s’inte´resse e´galement au calcul discret du travail
sur l’interface. Cela revient a` conside´rer des interefforts nodaux. L’e´tape line´aire pour cette me´thode
s’e´crit :
∫
Ω
σ ∶ ε⋆dΩ + kNnode∑
i=1 W(xi).W⋆(xi) =
Nnode∑
i=1 (kŴ(xi) + F̂(xi)).W⋆(xi) + ∫Ω f.u⋆dΩ (8)
3.1 Pre´sentation du cas test
Figure 3 – Le cas test. Figure 4 – Pre´sentation des trois maillages teste´s.
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Les performances des me´thodes sont e´value´es sur un demi-portique dont les spe´cifications (dimensions,
conditions limites, sous-structuration et nume´rotation des interfaces ) sont pre´sente´es figure 3. L’e´tude
se fait dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire isotrope avec un mate´riau de module d’Young E = 1 et
de coefficient de Poisson ν = 0.3, en 2D sous l’hypothe`se des de´formations planes. Le domaine est
de´compose´ en trois sous-structures pre´sente´es de sorte a` avoir une interface, la nume´ro 1, passant par
la singularite´ de coin. Les maillages des sous-domaines sont compatibles et re´guliers. Trois valeurs de
pas h sont e´tudie´es : 0.2, 0.04 et 0.01, voir figure 4. Les e´tudes sont mene´es a` 50 ite´rations impose´es et
avec des parame`tres α (7) et k (1) optimise´s pour chaque cas. On observe l’e´volution brute des deux
crite`res suivants :
EΓ12saut =√(Tr(u1) −Tr(u2)) ⋅ (Tr(u1) −Tr(u2)) (9)
EΓ12F = ∥F1 +F2∥L2 ou EΓ12F = ∥T1 +T2∥H1/2 ou EΓ12F = ∥F1 +F2∥discret (10)
Le deuxie`me est a` choisir en fonction du cas teste´.
3.2 Re´sultats
Les trace´s pre´sentent l’e´volution des quantite´s de l’interface nume´ro 1. Chaque figure comporte a`
gauche, l’e´volution en fonction des ite´rations du crite`re en saut et a` droite, celle du crite`re en e´quilibre.
La correspondance entre les figures et les me´thodes utilise´es est donne´e tableau 1.
Table 1 – Correspondances figures-me´thodes.
Produit scalaire de travail Discre´tisation W Discre´tisation F ou T
Figure 5 H1/2 P1 P1
Figure 6 L2 P0 P0
Figure 7 discret P1 nodale
Figure 5 – Me´thode avec produit scalaire H1/2, interface discre´tise´e avec e´le´ments P1.
Figure 6 – Me´thode avec produit scalaire L2, interface discre´tise´e avec e´le´ments P0.
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Figure 7 – Me´thode avec produit scalaire discret, interface discre´tise´e avec e´le´ments P1.
4 Conclusion
L’utilisation d’un repre´sentant dual au sens du produit scalaire de H1/2 de l’intereffort fournit un
cadre mathe´matique simple pour la me´thode de de´composition de domaine mixte pre´sente´e mais
impose de savoir calculer ce produit scalaire. Les difficulte´s pre´sente´es par ce calcul sont contourne´es
a` l’aide d’une approximation de la formule continue. Les choix de discre´tisations des interfaces et
d’interpolations des quantite´s associe´es sont ainsi simplifie´s ce qui ame´liore la repre´sentation des
quantite´s et la convergence de la me´thode. La suite des travaux portera sur l’extension de la me´thode
au cas multie´chelle et sur la mise en œuvre de comportements d’interface complexes.
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